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مبرهنة فارينيون
متوازي أضلاع مختبئ في كلّ رباعيّ

لوا منتصفات أضلاعه الأربعة رًا — وصِ بًا أو مقعّ ا«، محدّ يًّ  ارسموا أيّ شكل رباعيّ — منتظمًا أو »فوضو

« في الأشكال التي تبدو غير منتظمة، مًا على متوازي أضلاع. هذا هو »النظام الخفيّ بالترتيب. ستحصلون دائ

عًا. بّ نًا أو مر يّ لًا أو مع غًا للمساحة وللمحيط، ونعرف متى يكون الشكل المختبئ مستطي ومنه نستخرج بسهولة صي

الد خطيب اذ خ الأست

ية للضلع طة في المثلث — التي تصل بين منتصفَي ضلعين — مواز نعرف من دروس الهندسة أنّ القطعة المتوسّ

تين، في مثلثين بّق هذه الحقيقة البسيطة مرّ الثالث وتساوي نصفه. مبرهنة فارينيون هي ما يحدث عندما نط

ا«، يختبئ في داخله يًّ باعيّ »عشوائ باعيّ. والنتيجة مدهشة: مهما رسمنا الر رًا واحدًا في الشكل الر يتقاسمان قط

شكل منتظم.

المبرهنة

يون ارين ة ف رهن مب

. باعيّ  لتكن  منتصفات الأضلاع  في الشكل الر

عندئذٍ:

باعيّ وتساوي نصفيهما. رَي الر ية لقط الشكل  متوازي أضلاع، وأضلاعه مواز

باعيّ:  مساحته نصف مساحة الر

محيطه يساوي مجموع القطرين: 
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لع : كلّ ض يّ  و طرا الرباع ع — ق طّ ر المتق لاع. بالأخض ات الأض تصف وسه من ي رؤ لاع KLMN الذ ي الأض متواز
زٍ لأحدهما. لاع موا ي الأض ي متواز ف

تّى في الفضاء، عندما لا تقع النقاط في ملاحظة: البند الأوّل صحيح لكلّ أربع نقاط في المستوي )وح

بًا مستوٍ واحد!(. أمّا بند المساحة فنتحدّث فيه عن رباعيّ »بسيط«، أي لا تتقاطع أضلاعه — محدّ

رًا. كان أم مقعّ

لمحة تاريخية

ياضيّ فرنسيّ، كان صديقًا لنيوتن ولايبنتس وللأخوين برنولي، ومن أوائل بيير فارينيون )1654–1722( ر

ا مبرهنة في علم السكون مَه أيضً نّوا في فرنسا حساب التفاضل والتكامل الجديد ودافعوا عنه. وتحمل اس من تب

لّق بعزوم القوى. )الميكانيكا( تتع

)Elemens de mathematique( »ياضيات أمّا المبرهنة الهندسية فظهرت في كتابه التعليميّ »مبادئ الر

طة في نُشر عام 1731، بعد وفاته. من المفاجئ أنّ نتيجة بهذه البساطة — تحتاج فقط إلى القطعة المتوسّ الذي 

ةً في الكتب قبل ذلك بكثير. تُذكر صراح المثلث، المعروفة منذ إقليدس — لم 
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. ية لـ  طة مواز هما قطعة متوسّ ي كلّ من . ف ين  و لث يّ إلى المث القطر AC يقسم الرباع

طتان قطعتان متوسّ

. وفي في المثلث  القطعة  تصل بين منتصفَي ضلعين، لذا  و

. المثلث  القطعة  تصل بين منتصفَي ضلعين، لذا  و

1

متوازي أضلاع

يان هو متوازي يان ومتساو إذن  و متوازيتان ومتساويتان. رباعيّ فيه ضلعان متقابلان متواز

). :  و يقة نفسها مع القطر  أضلاع. )وبالطر

2

المحيط 3

أ صّ
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عًا؟ بّ نًا؟ مر يّ لًا؟ مع متى يكون مستطي

ية بين القطرين، وأطوال أضلاعه هي نصفا ية للقطرين، لذا زاويته تساوي الزاو أضلاع متوازي الأضلاع مواز

ةً: القطرين. من هنا مباشر

يّ رط على قطرَي الرباع ش
لاع ي أض متواز

يون ارين ف
لة أمث

(مستطيل يّة )الدالتون ، الطائرة الورق المعيّن

معيّن
ه المنحرف المتساوي ب المستطيل، ش

ين الساق

و
بّع بّعمر المر

المساحة: نقصّ أربع زوايا

، لذا مساحته ربع مساحته: )للرباعيّ المحدّب.( المثلث  مشابه للمثلث  بنسبة 

. . نجمع:  . وبالمثل 

. المثلثات الأربعة عند الرؤوس  : وباستعمال القطر الآخر 

عًا نصف المساحة، ويبقى لمتوازي الأضلاع النصف الآخر: تأخذ م

بوا في المختبر!(، لكنّ البرهان يحتاج إلى عناية أكبر، لأنّ باعيّ المقعّر يبقى الادّعاء صحيحًا )جرّ في الر

ية« يبرز خارج الشكل. أحد المثلثات »الزاو

4
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ين ه منحرف متساوي الساق ب : ش ي الرسم الأيمن لاع مستطيل. ف ي الأض متواز ، ف طران متعامدان ي الرسم الأيسر: ق ف
. لاع معيّن ي الأض متواز ، ف — قطراه متساويان

باعيّ نفسه بل لّق بالر لًا«. والشرط لا يتع يّن يلد مستطي نًا، والمع يّ لاحظوا المفارقة الجميلة: »المستطيل يلد مع

لّها مختلفة. تّى لو كانت أضلاعه ك باعيّ مستطيل، ح يه فقط: يكفي أن يتعامد القطران كي يختبئ في الر بقطر

يه نتيجة: مساحة كلّ رباعيّ من قطر

، لذا مساحته ية بينهما  ية بين القطرين. متوازي أضلاع فارينيون ضلعاه  و والزاو لتكن  الزاو

. ووفق المبرهنة هي نصف مساحة الرباعيّ، إذن

( نحصل على الصيغة المعروفة لمساحة صيغة واحدة لكلّ رباعيّ محدّب. وعندما يتعامد القطران )

يّن والدالتون: نصف حاصل ضرب القطرين. المع

مثال عددي

. جدوا محيط ية بينهما  ، والزاو باعيّ المحدّب  طولا القطرين  و في الر

باعيّ. متوازي أضلاع فارينيون ومساحته، ومساحة الر

. مساحته ، لذا محيطه  . ضلعا متوازي الأضلاع  و الحلّ
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باعيّ — نّنا لم نعرف أيّ ضلع من أضلاع الر . ✓ لاحظوا أ وللتحقّق بالصيغة: 

ية بينهما. يكفي القطران والزاو

باعيّ طتان في الر رّاء: القطعتان المتوسّ تمرين للق

تمرين

، والقطعة  بين منتصفَي  القطعة  تصل بين منتصفَي الضلعين المتقابلين  و

. برهنوا: و

ف إحداهما الأخرى. القطعتان  و تنصّ
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. يون ارين لاع ف ي أض طرا متواز القطعتان KM و LN هما ق

تلميح

؟ وتذكّروا »قانون متوازي الأضلاع«: في ما العلاقة بين  ومتوازي الأضلاع 

بّعات الأضلاع الأربعة. بّعَي القطرين يساوي مجموع مر كلّ متوازي أضلاع، مجموع مر
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لًا!( حلّ كامل )حاولوا وحدكم أو

ف أحدهما الآخر . قطرا متوازي الأضلاع ينصّ  و هما قطرا متوازي الأضلاع 

— وهذا البند الأوّل.

، لًا من قانون جيوب التمام في المثلثين  و وفق قانون متوازي الأضلاع )الذي ينتج مث

لأنّ زاويتين متجاورتين في متوازي الأضلاع متكاملتان وجيبا تمامهما متعاكسان(:

ا منتصف القطعة الواصلة بين منتصفَي القطرين  نتيجة جانبية: نقطة التقاء  و هي أيضً

باعيّ«  — لاحظوا أنّ البند الأوّل في المبرهنة . )برهنوا ذلك بتطبيق المبرهنة على »الر و

باعيّ بسيطًا!( لا يحتاج إلى أن يكون الر
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