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مبرهنة نابليون
من أيّ مثلث يولد مثلث متساوي الأضلاع

لّموا ثًا متساوي الأضلاع، وع هًا. ابنوا على كلّ ضلع من أضلاعه مثل لًا أو مشوّ خذوا أيّ مثلث، مهما كان مائ

مًا رؤوس مثلث متساوي الأضلاع. كلّ الفوضى في المثلث الأصليّ مراكز المثلثات الثلاثة. هذه المراكز هي دائ

تختفي، ويبقى تناظر كامل.

الد خطيب اذ خ الأست

في معظم المبرهنات عن المثلث يبقى شيء من شكل المثلث في النتيجة: مثلث المنتصفات يشبه المثلث الأصليّ،

لّق بزواياه. مبرهنة نابليون مختلفة: المدخلات أيّ مثلث على الإطلاق، والنتيجة ومثلث مواقع الارتفاعات يتع

رًا بقانون بًا قصي مًا الشكل الأكثر انتظامًا — مثلث متساوي الأضلاع. وسنرى أنّ وراء هذا »السحر« حسا دائ

جيوب التمام.

المبرهنة

ابليون ة ن رهن مب

ية الأضلاع. لتكن  ، من الخارج، ثلاثة مثلثات متساو نبني على أضلاع المثلث 

يّة على  على الترتيب. عندئذٍ مراكز المثلثات المبن

. ومركزه هو مركز ثقل المثلث 

يواستم عالضألا
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ا. لاع دائمً ابليون — متساوي الأض لث ن ن مث لاع. مراكزها  تكوّ لث متساوي الأض لع مث على كلّ ض

ملاحظة: »مركز« المثلث المتساوي الأضلاع نقطة واحدة: فيه يلتقي مركز الثقل ومركز الدائرة الداخلية

ومركز الدائرة الخارجية ونقطة تلاقي الارتفاعات. لذا لا لبس في الكلام عن »مركزه«.

لمحة تاريخية

ا. تحمل المبرهنة اسم الإمبراطور الفرنسيّ نابليون بونابرت )1769–1821(، لكنّ هذه النسبة مشكوك فيها جدًّ

يّين كبار مثل لابلاس ياض ية، وكان صديقًا لر يّز فيها في المدرسة العسكر ياضيات وتم صحيح أنّ نابليون أحبّ الر

ولاغرانج ومونج، بل وأهدى إليه الإيطاليّ لورنزو ماسكيروني كتابه »هندسة الفرجار« عام 1797. لكن لا

نّه عرف هذه المبرهنة أو برهنها. توجد وثيقة تدلّ على أ

،The Ladies’ Diary يطانية أقدم ظهور مطبوع معروف للمبرهنة كان عام 1825، كسؤال في المجلة البر

ياضية لجمهور واسع. ارتبط اسم نابليون بالمبرهنة بعد ذلك بعشرات يّة نشرت ألغازًا ومسائل ر  وهي مجلة سنو

مّا هي صحيحة. ة جميلة أكثر م لصق بها لأنّ القصّ نّه أُ السنين، ويبدو أ
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برهان بقانون جيوب التمام

، ونكتشف أنّ النتيجة متناظرة — الخطّة: نحسب طول الضلع  بدلالة أضلاع المثلث  ومساحته 

يّر إذا بدّلنا أدوار الأضلاع. لذا الضلعان الآخران  و سيعطيان النتيجة نفسها. لا تتغ

A

B C

Y
Z

ا ، لذ هما  ان المعلّمتان تساوي كلّ من اويت هما: الز اوية بين لعين والز لث  نعرف ض ي المث ف
.

البعد من رأس إلى المركز

، وطول المتوسط ، المركز يقسم المتوسط بنسبة  في المثلث المتساوي الأضلاع الذي طول ضلعه 

. إذن . لذا البعد من الرأس إلى المركز 

. ا، لذا  ية أيضً ف زاو والمتوسط في المثلث المتساوي الأضلاع هو منصّ

1

ية بينهما الزاو

. )إذا كانت ية  مكوّنة من ثلاثة أجزاء:  الزاو

، ولها جيب التمام نفسه — فالحساب التالي  فإنّ 

يّر.( لا يتغ

2
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أين يقع مركز مثلث نابليون؟

جاه الذي يبني المثلثات الخارجية. رأس المثلث المبنيّ ية  في الاتّ تّجهات. ليكن  الدوران بزاو نستعمل الم

. ، وبالمثل  و على  هو 

، لذا الدوران خطّيّ

، وهكذا. نجمع: المراكز هي مراكز الثقل: 

قانون جيوب التمام

: في المثلث 

، ونعوّض  )قانون نفتح 

: ( و جيوب التمام في 

3

صيغة متناظرة

نجمع الحدود:

. لو ، لكنّ الطرف الأيمن متناظر تمامًا في  ية  لّق بالضلعين  وبالزاو الطرف الأيسر يتع

( لحصلنا على العبارة ( أو للضلع  )عند الرأس  رّرنا الحساب للضلع  )عند الرأس  ك

 . نفسها بالضبط. إذن 

4
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إذن مركز مثلث نابليون هو بالضبط مركز ثقل المثلث  — وهذا ما رأيتموه في العمود الرابع في المختبر:

مًا 0. البعد دائ

يّة المثلث الداخليّ ومتباينة مخف

ثًا متساوي ا مثل ية الأضلاع إلى الداخل )نحو المثلث(، فإنّ مراكزها تكوّن أيضً إذا بنينا المثلثات المتساو

ية . الحساب نفسه، مع الزاو ا مركز ثقل  الأضلاع — مثلث نابليون الداخليّ — ومركزه أيضً

، يعطي  بدل 

A

B C

ير. ر بكث ، أصغ يّ ل ابليون الداخ لث ن ( ومراكزها: مث عة طّ لاع إلى الداخل )حدودها متق لثات المتساوية الأض المث

بًا. إذن لكلّ مثلث بّع طول ضلع لا يمكن أن يكون سال والآن ملاحظة جميلة: مر

يلخاد
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نًا. والمساواة تتحقّق عندما ينكمش المثلث الداخليّ إلى نقطة — جّا هذه متباينة فايتسنبوك، وقد حصلنا عليها م

بوا في المختبر(. وهذا يحدث فقط في المثلث المتساوي الأضلاع )جرّ

مثال عددي

. لذا :  والمساحة  في المثلث الذي أضلاعه 

المثلث الخارجيّ أكبر من الداخليّ بكثير، لكنّ كليهما متساوي الأضلاع، ولهما المركز نفسه.

رّاء: فرق المساحتين تمرين للق

تمرين

برهنوا أنّ الفرق بين مساحة مثلث نابليون الخارجيّ ومساحة مثلث نابليون الداخليّ يساوي بالضبط

. مساحة المثلث الأصليّ 

تحقّقوا أوّلًا من المثال: في المثلث  يجب أن يكون الفرق 6.

تلميح

بّعَي الضلعين — اطرحوا  . لديكم صيغتان لمر مساحة مثلث متساوي الأضلاع طول ضلعه  هي 

إحداهما من الأخرى.

لًا!( حلّ كامل )حاولوا وحدكم أو

لنرمز  إلى ضلعَي المثلثين الخارجيّ والداخليّ. وفق الصيغتين

يجراخ يجراخ

يلخاد يلخاد
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لذا الفرق بين المساحتين

وفي المثال:  ✓. لاحظوا أنّ الحدّ

لّق إلّا بالمساحة.  اختفى تمامًا: الفرق لا يتع

المراجع
H. S. M. Coxeter, S. L. Greitzer, Geometry Revisited, MAA, 1967, ch. 3.

H. S. M. Coxeter, Introduction to Geometry, 2nd ed., Wiley, 1969.

ابليون ة ن رهن طيب · مب الد خ اذ خ الأست

مبرهنة نابليون · الأستاذ خالد خطيب · 7 / 7


