
دسة ي الهن الة ف مق

مبرهنة مورلي
بّأة في أثلاث الزوايا معجزة مخ

ية. كلّ مقسِّمين متجاورين — قريبين من الضلع نفسه — ية في المثلث إلى ثلاثة أقسام متساو نقسم كلّ زاو

مًا رؤوس مثلث متساوي الأضلاع، في أيّ مثلث كان. يلتقيان في نقطة. النقاط الثلاث الناتجة هي دائ

تُشفت هذه الحقيقة في نهاية القرن التاسع عشر فقط، بعد أكثر من ألفي سنة من دراسة المثلث. اك

الد خطيب اذ خ الأست

لِّثات« الزوايا؟ لكلّ فات زوايا المثلث تلتقي في نقطة واحدة، وهذه حقيقة عرفها إقليدس. فماذا عن »مث منصّ

تّة مستقيمات. هذه المستقيمات لا تلتقي ية، فيكون لدينا س ية مستقيمان يقسمانها إلى ثلاثة أقسام متساو زاو

يّون هذه المبرهنة »معجزة مورلي«، وسترون لماذا. ياض ئًا أجمل بكثير. يسمّي الر في نقطة واحدة، لكنّها تخفي شي

المبرهنة

ة مورلي رهن مب

ية. ليلتقِ المقسِّمان القريبان من الضلع  ية إلى ثلاثة أقسام متساو في المثلث  نقسم كلّ زاو

. عندئذٍ ، والقريبان من  في  ، والقريبان من  في  في النقطة 

. حيث  نصف قطر الدائرة المحيطة بالمثلث 

يواستم ،عالضألا هعلضلوطو
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لث مورلي  — ي رؤوس مث ي ف ق اورة تلت مات المتج . المقسِّ سومة إلى ثلاثة أقسام متساوية اوية مق كلّ ز
. ت اف طّ خ مات مرسومة بخ سِّ ا. امتدادات المق لاع دائمً متساوي الأض

ح ملاحظة: الرمز  يظهر هنا بمعنيين — رأس مثلث مورلي ونصف قطر الدائرة المحيطة. السياق يوضّ

هما المقصود: في الصيغ المثلثاتية  هو نصف القطر. مًا أيّ دائ

لمحة تاريخية

ياضيّ الإنجليزيّ الذي عمل معظم حياته في الولايات اكتشف المبرهنة فرانك مورلي )1860–1937(، الر

مّ في جامعة جونز هوبكنز، نحو عام 1899. وصل إليها مورلي من خلال بحث في لّية هافرفورد ث المتحدة، في ك

يّين، ياض موضوع متقدّم )منحنيات تمسّ أضلاع المثلث(، ولم تكن هدفه الأصليّ. انتشرت المبرهنة بين الر

وظهرت لها في بدايات القرن العشرين براهين كثيرة.

يّة تعاملت مع يّون، الذين درسوا المثلث بعمق؟ أحد التفسيرات المقبولة أنّ الهندسة اليونان لماذا لم يكتشفها اليونان

ية لا يمكن بناؤه بهما في الحالة العامّة )وهذا ما برهنه بيير ما يمكن بناؤه بالمسطرة والفرجار — وتثليث الزاو

يّين ياض ا للبحث. وما زالت المبرهنة تجذب الر يًّ عًا طبيع فانتزل عام 1837(. لذا لم تكن »أثلاث الزوايا« موضو

ا جديدًا لها. يًّ  نًا جبر حتى اليوم: ففي عام 1998 نشر آلان كون، الحائز على وسام فيلدز، برها
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برهان مثلثاتي

. بما أنّ  فإنّ لنرمز 

. عندئذٍ الضلعان الآخران الفكرة: نحسب طول الضلع  ونكتشف أنّ النتيجة متناظرة في 

ا. يًّ يان له تلقائ متساو
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، ثم  ين  و لث لعين  و من المث . نحسب الض د  اوية  عن لث  نعرف الز ي المث ف
يوب التمام. انون ج بق

متطابقة مساعدة

: ية  لكلّ زاو

البرهان:  )حاصل ضرب

، وهي صيغة بّعين(. لذا الطرف الأيمن يساوي  جيبين بصيغة الفرق بين مر

 المعروفة.

1
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الضلع 

، لذا ية عند  هي  ، والزاو ية عند  هي  : الزاو في المثلث 

. ووفق قانون الجيوب في المثلث الكبير

: . وفق قانون الجيوب في المثلث 

، فيختصر .( نعوّض المتطابقة مع  )استعملنا 

:

2

الضلع 

:) ، و يقة نفسها في المثلث  )الزاويتان  عند  و عند  بالطر

3

قانون جيوب التمام — ومثلث مساعد

: . نخرج العامل المشترك  ية  في المثلث  الزاو

، لذا هي زوايا الآن الحيلة: الزوايا  مجموعها 

ثًا كهذا مرسومًا في دائرة قطرها 1؛ وفق قانون الجيوب أطوال أضلاعه هي مثلث ما. لنأخذ مثل

. قانون جيوب التمام في هذا المثلث المساعد، للضلع المقابل

. إذن ، يقول بالضبط إنّ ما بين القوسين يساوي  ية  للزاو

4
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ياضيّ جون كونواي: « للر براهين أخرى. هناك براهين كثيرة لمبرهنة مورلي. من أشهرها برهان »عكسيّ

يّن أنّ الشكل الناتج مثلث قّة، ونب نبدأ من مثلث متساوي الأضلاع، ونلصق به مثلثات بزوايا مختارة بد

مشابه للمثلث المعطى. وآلان كون برهنها بالجبر، بالنظر إلى دورانات في المستوى.

مثال عددي

ية الذي زواياه  وطول وتره 2: الوتر قطر في الدائرة المحيطة، لذا  في المثلث القائم الزاو

. طول ضلع مثلث مورلي:

. مثلث مورلي صغير بالنسبة إلى المثلث الأصليّ — وهذا ما يحدث للمقارنة: ضلعا القائمة  و

( يكون ضلعه مًا. حتى في المثلث المتساوي الأضلاع الذي طول ضلعه  )حيث  دائ

 فقط.

رّاء: مثلث قائم متساوي الساقين تمرين للق

تمرين

ية المتساوي الساقين، طول كلّ من ضلعَي القائمة 1. احسبوا طول ضلع مثلث في المثلث القائم الزاو

نّه يساوي مورلي بالضبط )بدون آلة حاسبة(، وبرهنوا أ

التناظر

( أو للضلع  رّرنا الحساب للضلع  )عند الرأس  . لو ك النتيجة متناظرة تمامًا في 

( لحصلنا على العبارة نفسها. إذن  )عند الرأس 

 .

5
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. ائمة اوية الق ف الز ة إلى منصّ ر بالنسب اظ ن نّه مت وا أ . لاحظ ين ائم المتساوي الساق ي المثلث الق مثلث مورلي ف

تلميح

؟ لحساب  استعملوا ية؟ وما هي أثلاث الزوايا  ما هو  في مثلث قائم الزاو

.

لًا!( حلّ كامل )حاولوا وحدكم أو

. وفق الصيغة: . الأثلاث:  الوتر  قطر في الدائرة المحيطة، لذا 

: ومن 

ضلع مثلث مورلي أقلّ من خُمس ضلع القائمة. قارنوا مع الرسم.
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