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مبرهنة منلاوس
متى تقع ثلاث نقاط على مستقيم واحد؟

ثًا. يلتقي المستقيم بالمستقيمات الثلاثة التي تقع عليها الأضلاع في ثلاث نقاط، وكلّ نقطة نرسم مستقيمًا يقطع مثل

عًا بنسبة ما. تقول مبرهنة منلاوس إنّ هذه النسب الثلاث ليست حرّة: حاصل ضربها يساوي 1 منها تقسم ضل

مًا. وهي الأخت التوأم لمبرهنة تشيفا — بفارق ألفٍ وخمسمئة سنة. دائ

الد خطيب اذ خ الأست

ا بسيطًا يحسم متى تلتقي ثلاث قطع في نقطة واحدة. السؤال »المعاكس« لا في مقالة مبرهنة تشيفا رأينا شرطً

مّية: متى تقع ثلاث نقاط على مستقيم واحد؟ في مسائل كثيرة نحتاج إلى برهان أنّ ثلاث نقاط على يقلّ أه

بًا بالزوايا. مبرهنة منلاوس تحوّل هذا السؤال إلى حساب نسب، وتعطي استقامة واحدة، وقد يكون ذلك صع

نِسَب القطع في المثلث. يّة لحساب   يق أداة قو في الطر

المبرهنة

لاوس ة من رهن مب

رّ برؤوس المثلث  المستقيماتِ  في النقاط  مٌ لا يم ليقطع مستقي

على الترتيب. عندئذٍ
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ع(. طّ طّ متق ي  )الامتداد بخ لع  ف طع امتداد الض ، ويق ي  و لعين  و ف طع الض اطع يق يم الق المستق

يقة نفسها: نسير حول المثلث يُكتب ترتيب الحروف بالطر  الصيغة مطابقة تمامًا لصيغة مبرهنة تشيفا، و

، ونكتب في كلّ مرّة »من الرأس إلى النقطة« على »من النقطة إلى الرأس التالي«.

الفرق الوحيد هو موقع النقاط:

في مبرهنة تشيفا تقع النقاط الثلاث على الأضلاع نفسها، والقطع تلتقي.

في مبرهنة منلاوس تقع نقطة واحدة أو ثلاث نقاط على امتدادات الأضلاع، والنقاط على مستقيم واحد.

لماذا »واحدة أو ثلاث« بالضبط؟ مستقيم يدخل المثلث يجب أن يخرج منه — لذا يقطع ضلعين

يقطع امتداد الضلع الثالث. ومستقيم لا يدخل المثلث لا يقطع أيّ ضلع، فيقطع بالضبط، و

لّمة عًا واحدًا فقط أو ثلاثة أضلاع )هذه هي »مس الامتدادات الثلاثة. لا يمكن أن يقطع مستقيم ضل

بًا ذات إشارة — سالبة على الامتداد — صار الشرط في مبرهنة منلاوس باش«(. إذا استعملنا نس

. ، وفي مبرهنة تشيفا 
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لمحة تاريخية

ية وفي روما؛ ويذكر ياضيّ يونانيّ عاش في الإسكندر منلاوس الإسكندرانيّ )نحو 70–140 م( فلكيّ ور

كَر«  بطليموس في »المجسطي« أرصادًا فلكية أجراها منلاوس في روما عام 98 م. أشهر كتبه »الأُ

يّة للمبرهنة: على الكرة، حيث »المستقيمات« هي  )Sphaerica(، في هندسة الكرة، وفيه برهن الصيغة الكرو

ها أقدم ية التي نتناولها هنا فقد استعملها في برهانه كحقيقة معروفة، لذا يبدو أنّ دوائر عظمى. أمّا الصيغة المستو

منه.

نّما وصلنا عبر ترجماته العربية، وأشهرها إصلاح أبي نصر منصور بن كَر«، وإ  لم يصلنا الأصل اليونانيّ لكتاب »الأُ

يّون العرب المبرهنة »الشكل القطّاع«، وكانت ياض مّى الر عراق )نحو 960–1036(، أستاذ البيرونيّ. وقد س

جاه القبلة. وفي القرن الثالث عشر أساس حساب المثلثات الكرويّ الذي احتاجوه في الفلك وفي تحديد اتّ

يّة  ية والكرو لًا: »كتاب الشكل القطّاع«، عرض فيه الصيغتين المستو بًا كام خصّص لها نصير الدين الطوسيّ كتا

. بشكل منهجيّ

برهان بمستقيم موازٍ

يًا لأحد الأضلاع، فتظهر أمامنا أزواج من المثلثات المتشابهة، وتختفي كلّ الفكرة: نضيف مستقيمًا واحدًا مواز

الأطوال الإضافية في النهاية.
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سر« بين طعة  هي »الج . الق طة  ق ي الن اطع ف يم الق ق طع المست يق ، ف يًا لـ  ا مواز يمً نرسم من  مستق
. لاث النسب الث

زوج أوّل من المثلثات المتشابهة

، وزاويتان ية مشتركة عند  ، فالمثلثان  و متشابهان )زاو بما أنّ 

متناظرتان(. لذا

1

زوج ثانٍ

، وزاويتان وللسبب نفسه المثلثان  و متشابهان )زاويتان متقابلتان بالرأس عند 

متبادلتان(. لذا

2

مبرهنة منلاوس · الأستاذ خالد خطيب · 4 / 9



العكس

، بحيث تقع واحدة منها أو ثلاث على امتدادات ا على المستقيمات  لتكن  نقاطً

الأضلاع، ويتحقّق

عندئذٍ تقع النقاط الثلاث على مستقيم واحد.

. على المستقيم  . وفق المبرهنة  مَ  في النقطة  البرهان. ليقطع المستقيم  المستقي

توجد نقطتان بالضبط تقسمان القطعة  بنسبة معطاة )لا تساوي 1(: واحدة داخل القطعة وواحدة

لّمة باش ولـ  وفق خارجها. وشرط »واحدة أو ثلاث على الامتدادات« — الذي يتحقّق لـ  وفق مس

 . المعطى — يضمن أنّ  و من النوع نفسه. إذن 

. إذا وقعت النقاط الثلاث على الأضلاع نفسها وكان حاصل الضرب 1، انتبهوا: شرط الموقع ضروريّ

فهي ليست على مستقيم واحد — بل تلتقي القطع  في نقطة واحدة، وفق مبرهنة

تشيفا!

منلاوس يبرهن تشيفا

ةً. لتلتقِ العلاقة بين المبرهنتين أعمق من تشابه الصيغتين: يمكن استنتاج مبرهنة تشيفا من مبرهنة منلاوس مباشر

. القطع  في 

نضرب

نعوّض في الطرف الأيسر للمبرهنة:

يّر الرسم فقط. ا؛ يتغ يًّ لّ ةً بكلمة عندما يقع المستقيم خارج المثلث ك البرهان نفسه يصلح كلم

3
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.) ( و )على  ( و )على امتداد  مُ  الأضلاعَ في  )على  في المثلث  يقطع المستقي

وفق منلاوس: 

. وفق منلاوس: ( و مُ  الأضلاعَ في  و )على امتداد  في المثلث  يقطع المستقي

، ويبقى بالضبط نضرب المساواتين. تختصر  و

مثال عددي

. المستقيم  يقطع ، والنقطة  منتصف المتوسط  في المثلث  النقطة  منتصف الضلع 

؟ . بأيّ نسبة تقسم  الضلع  الضلع  في النقطة 

A

B CD

P

E

. اطع  لاوس على المثلث  مع الق ة من رهن بّق مب نط

، والضلع ، امتداد الضلع  في  : الضلع  في  . المستقيم  يقطع أضلاع المثلث  الحلّ

. وفق مبرهنة منلاوس:  في 
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. إذن ، وبما أنّ  منتصف  فإنّ  معطى 

. مرّة أخرى: الجواب صحيح لكلّ مثلث، دون أيّ طول أو ، و أي 

ية. زاو

، وبرهنوا أنّ دٍّ صغير. استعملوا مبرهنة منلاوس في المثلث  مع القاطع  تح

.

فات الخارجية رّاء: المنصّ تمرين للق

تمرين

مَ  ية الخارجية عند  المستقي ف الزاو في المثلث  أطوال الأضلاع الثلاثة مختلفة. يقطع منصّ

ية الخارجية عند ف الزاو ، ومنصّ مَ  في  ية الخارجية عند  المستقي ف الزاو ، ومنصّ في النقطة 

. برهنوا أنّ النقاط  تقع على مستقيم واحد. مَ  في   المستقي
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وا كم يم واحد. لاحظ ع على مستق اط تق ي ثلاث نق لاع ف طع امتدادات الأض لاثة تق ة الث ي ارج ات الخ ف صّ المن
تعد عن المثلث كي نراها. ب ب أن ن يج

تلميح

ية الخارجية عند  يقسم الضلع  من ف الزاو ا: منصّ ية صيغة »خارجية« أيضً ف الزاو لمبرهنة منصّ

. ولماذا اشترطنا أن تكون الأضلاع مختلفة؟ الخارج بنسبة الضلعين المجاورين، أي 

لًا!( حلّ كامل )حاولوا وحدكم أو

ف الخارجيّ عند  موازٍ لـ  ولا يقطعه — لذلك اشترطنا أن إذا كان  فإنّ المنصّ

ف تكون الأضلاع مختلفة. في هذه الحالة تقع كلّ واحدة من النقاط الثلاث على امتداد ضلع )المنصّ

الخارجيّ لا يدخل المثلث(، أي ثلاث نقاط على الامتدادات — والشرط على الموقع متحقّق.

ف الخارجيّ: وفق مبرهنة المنصّ

نضرب:
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ووفق عكس مبرهنة منلاوس تقع النقاط الثلاث على مستقيم واحد. 

، لكنّ فات الداخلية النسب نفسها بالضبط،  قارنوا مع مقالة تشيفا: هناك أعطت المنصّ

رّر: نقطة تلاقٍ النقاط وقعت على الأضلاع — فالتقت القطع في نقطة. النسب نفسها، والموقع وحده يق

أم مستقيم واحد.
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