
دسة ي الهن الة ف مق

نقطة فيرما
أين نبني محطّة واحدة لثلاث مدن؟

يق مستقيم. أين نضع المحطّة كي يكون مجموع ثلاث مدن تريد أن تبني محطّة مشتركة وأن تصلها بكلّ مدينة بطر

ية نفسها تُرى منها الأضلاع الثلاثة بالزاو يّزة في المثلث،  أطوال الطرق الثلاث أصغر ما يمكن؟ الجواب نقطة مم

. ية  لّه دوران واحد بزاو . وبرهان ذلك ك تمامًا: 

الد خطيب اذ خ الأست

. مع لنقطتين فقط السؤال سهل: كلّ نقطة على القطعة  تعطي المجموع الأصغر 

حًا. هل الجواب مركز الثقل؟ مركز الدائرة الداخلية؟ أحد الرؤوس؟ لا ثلاث نقاط  لم يعد الأمر واض

تُعرف باسم نقطة فيرما، ولها وصف هندسيّ أنيق. شيء من ذلك في الحالة العامّة. النقطة الصحيحة 

المبرهنة

يرما طة ف نق

. توجد داخله نقطة وحيدة  تتحقّق فيها ثًا كلّ زواياه أصغر من  ليكن  مثل

، والمساواة فقط عندما ولكلّ نقطة  في المستوى: 

.
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ر بين كلّ اء هو الأصغ رق موع الأطوال الز ها. مج ،  لكلّ من وايا متساوية لاثة بز لاع الث يرما  تُرى الأض طة ف من نق
اط المستوى. نق

ملاحظة: إذا كانت إحدى زوايا المثلث  أو أكبر، فلا توجد داخله نقطة كهذه، والمجموع

ية الكبيرة نفسه. سنرى ذلك في المختبر. الأصغر يتحقّق في رأس الزاو

لمحة تاريخية

ية الأعداد وبمبرهنته طرح بيير دي فيرما )1601–1665(، القاضي الفرنسيّ الذي اشتهر بأعماله في نظر

دٍّ لزملائه: إيجاد النقطة التي يكون مجموع أبعادها عن ثلاث الأخيرة، هذه المسألة في القرن السابع عشر كتح

ا تُسمّى النقطة أيضً لّي، تلميذ غاليليو، ولذلك  يفانجيليستا توريشي لّها الإيطاليّ إ نقاط معطاة أصغر ما يمكن. ح

لّي. نقطة فيرما–توريشي

يُنسب إلى الإنجليزيّ توماس ية الأضلاع، الذي سنراه في هذه المقالة،  البناء بواسطة ثلاثة مثلثات متساو

ياضيات سمبسون في القرن الثامن عشر. وفي القرن العشرين صارت المسألة نقطة انطلاق لفرع كامل في الر

التطبيقية: مسائل »أقصر شبكة« تصل بين عدّة مدن )مسألة شتاينر(، ومسائل اختيار موقع مصنع أو مستودع.
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برهان بدوران 

الفكرة: نحوّل المجموع  إلى طول خطّ منكسر واحد بين نقطتين ثابتتين. وأقصر خطّ بين

نقطتين هو القطعة المستقيمة.

A

B C

C'

P

P'

كسر طّ المن لاع، والخ لث  متساوي الأض . المث تقل  إلى  و إلى  : ين اوية  ندير حول  بز
ه. طعة  أقصر من . الق  طوله 

ثًا متساوي الأضلاع نبني مثل

ية  . الدوران حول  بزاو ، من الخارج، المثلث المتساوي الأضلاع  نبني على الضلع 

. لتكن  صورة النقطة  بهذا الدوران. جاه المناسب( ينقل  إلى  )في الاتّ

1

نترجم الأطوال الثلاثة

، ية  ا  والزاو . وأيضً الدوران يحافظ على الأطوال، لذا 

. ية رأس  — أي متساوي الأضلاع، و لذا المثلث  متساوي الساقين بزاو

إذن

2

أ
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بقي أن نتأكّد أنّ نقطة كهذه موجودة. لتكن  نقطة التقاطع الثانية للقطعة  مع الدائرة المارّة بـ

. ، لذا  ، و . الرباعي  دائريّ

. يّتان على القوس نفسه(، لذا  ا  )زاويتان محيط وفيه أيضً

« هو بالضبط ما يضمن أن تقع  داخل المثلث. الشرط »كلّ الزوايا أصغر من 

ية الأضلاع البناء: ثلاثة مثلثات متساو

، وأنّ نقطة فيرما تقع على القطعة يّن أنّ المجموع الأصغر يساوي  مّا طلبنا. لقد ب البرهان أعطانا أكثر م

زًا في شيء: لو بنينا المثلث المتساوي الأضلاع على  أو على  يّ . لكنّ الضلع  لم يكن مم

لحصلنا على النتيجة نفسها. إذن:

يق أقصر طر

، لّقان بـ  . النقطتان  و لا تتع الطرف الأيمن هو طول الخطّ المنكسر 

: يق بينهما هو القطعة المستقيمة. إذن لكلّ نقطة  وأقصر طر

3

متى تتحقّق المساواة؟

فقط عندما تقع  بهذا الترتيب على مستقيم واحد. عندئذٍ

، وهي . وبالمثل 

ية الثالثة ا. والزاو ية  بالدوران، لذا  أيضً صورة الزاو

 .

4
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اء سمبسون بن

. ية الأضلاع  نبني على أضلاع المثلث، من الخارج، المثلثات المتساو

ية: عندئذٍ القطع  تلتقي في نقطة فيرما، وأطوالها متساو

A

B C

A'

B'

C'

F

ها. ين من ت وايا  بين كلّ اثن يرما  — بالز طة ف ي نق ي ف ق ي الطول وتلت طع  متساوية ف الق

، ية عند  هي  ا أن نحسب الطول الأصغر بدلالة الأضلاع. في المثلث  الزاو ويمكن أيضً

ووفق قانون جيوب التمام )مع  و حيث 

مساحة المثلث(:

مثال عددي

، ما هو أصغر مجموع ممكن لأبعاد نقطة عن الرؤوس الثلاثة؟ ية الذي أضلاعه  في المثلث القائم الزاو

نقطة فيرما · الأستاذ خالد خطيب · 5 / 8



. وفق الصيغة: (، والمساحة  . كلّ الزوايا أصغر من  )أكبرها  الحلّ

طة ق وسالن موع الأبعاد عن الرؤ مج

ائمة اوية الق رأس الز

تصف الوتر من

يرما طة ف نق

. نّه مضمون: لا توجد نقطة أفضل من  رًا هنا، لك الفرق ليس كبي

رّاء: أربع مدن تمرين للق

تمرين

بّع طول ضلعه 1 )كيلومتر واحد(. نريد شبكة طرق تصل بين كلّ أربع مدن تقع في رؤوس مر

بّع،  . ابنوا شبكة أقصر: نقطتا تقاطع  داخل المر المدن. شبكة القطرين طولها 

تلتقي في كلّ منهما ثلاث طرق بزوايا  )كما في نقطة فيرما(. برهنوا أنّ طولها 

.
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S₁ S₂
120°

. طرين اء  أقصر من الق ق طتي الت ق كة بن ب الش

تلميح

. ، والنقطتين على المستقيم  بّع في هيئة محاور:  ضعوا المر

، لذا كلّ منهما يصنع ية بينهما  يقان من  إلى الرأسين  و متناظران، والزاو الطر

. ية  مع المستقيم  زاو

لًا!( حلّ كامل )حاولوا وحدكم أو

، لذا ية  مع الأفقيّ يق من  إلى  يصنع زاو . الطر لتكن 

. ، وطوله  ، أي 

يق أوسط طوله ، وطر . في الشبكة أربعة طرق مائلة طول كلّ منها  بالتناظر 

. المجموع:

يق ، والطر يقين المائلين  ية بين الطر : الزاو وفي كلّ من  الزوايا الثلاث 

 . الأفقيّ يصنع مع كلّ منهما 
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بّع — وهذا مثال على »شجرة شتاينر«. يمكن البرهان أنّ هذه هي أقصر شبكة ممكنة بين رؤوس المر

يّة(. يّة وعمود بّع نفسه، فهناك نسختان منها )أفق لاحظوا المفارقة: الشبكة الأقصر ليست متناظرة كالمر
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يرما طة ف طيب · نق الد خ اذ خ الأست
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