
دسة ي الهن الة ف مق

الدوائر الخارجية للمثلث
أربع دوائر تمسّ الأضلاع الثلاثة، وعلاقات مدهشة بين أنصاف أقطارها

نعرف من المدرسة الدائرة الداخلية: الدائرة الوحيدة داخل المثلث التي تمسّ أضلاعه الثلاثة. لكن إذا نظرنا إلى

عًا — خارج سّها جمي المستقيمات التي تقع عليها الأضلاع، لا إلى الأضلاع نفسها، نكتشف ثلاث دوائر أخرى تم

المثلث. أنصاف أقطار هذه الدوائر الأربع مرتبطة ببعضها، وبمساحة المثلث وبدائرته المحيطة، بعلاقات بسيطة

وجميلة.

الد خطيب اذ خ الأست

رّ بنقطة واحدة( تقسم المستوى إلى سبع مناطق: المثلث نفسه، ثلاثة مستقيمات تقطع بعضها مثنى مثنى )ولا تم

وثلاث مناطق »مقابل الرؤوس«، وثلاث مناطق »مقابل الأضلاع«. في المثلث تقع الدائرة الداخلية. وفي كلّ

ا دائرة تمسّ المستقيمات الثلاثة. هذه هي الدوائر منطقة من المناطق الثلاث المقابلة للأضلاع توجد أيضً

عًا واحدًا من الخارج، وتمسّ امتدادَي الضلعين الآخرين. الخارجية للمثلث: كلّ واحدة منها تمسّ ضل

سنستعمل في المقالة الرموز المعتادة:  أطوال الأضلاع، 

نصف المحيط،  مساحة المثلث،  نصف قطر الدائرة الداخلية،  نصف قطر الدائرة المحيطة. ونرمز بـ 

( ونصف قطرها، وبالمثل  و إلى مركز الدائرة الخارجية المقابلة للرأس  )التي تمسّ الضلع 

. و
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المبرهنة

ة ي ارج أنصاف أقطار الدوائر الخ

لكلّ مثلث ثلاث دوائر خارجية، وأنصاف أقطارها هي

وتربطها بالدائرتين الداخلية والمحيطة العلاقتان
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ة تمسّ ي ارج . كلّ دائرة خ لاث ومراكزها  ة الث ي ارج ، والدوائر الخ يرة ة الصغ لي المثلث  والدائرة الداخ
ع(. طّ طّ متق رين )الامتدادات بخ لعين الآخ ا وامتدادَي الض ا واحدً لعً ض

الدوائر الخارجية للمثلث · الأستاذ خالد خطيب · 2 / 8



يُستبدل  بـ  . في الدوائر الخارجية  ملاحظة: قارنوا مع صيغة الدائرة الداخلية المعروفة 

، فكلّ دائرة خارجية أكبر من الدائرة الداخلية — . وبما أنّ  أو  أو 

وأكبرها هي المقابلة لأطول ضلع.

لمحة تاريخية

ا في فات منذ »الأصول« لإقليدس، لكنّ الدوائر الخارجية نالت اهتمامًا خاصًّ تظهر الدائرة الداخلية والمنصّ

تُشفت فيه نقاط ودوائر جديدة كثيرة. أشهر النتائج القرن التاسع عشر، حين ازدهرت »هندسة المثلث« واك

ياضيّ الألمانيّ كارل فيلهلم فويرباخ )1800–1834( عام 1822: دائرة النقاط التسع في لّقة بها نشرها الر المتع

تُعرف اليوم باسم مبرهنة المثلث تمسّ الدائرة الداخلية وتمسّ الدوائر الخارجية الثلاث. هذه المبرهنة، التي 

ية. تُعدّ من أجمل نتائج الهندسة المستو فويرباخ، 

سّها مع الأضلاع وفي مقالة مبرهنة تشيفا التقينا بالدوائر الخارجية من قبل: القطع التي تصل الرؤوس بنقاط تما

تلتقي في نقطة واحدة — نقطة ناغل.

البرهان

ات، ثم أنصاف الأقطار. يكفي أن نعالج نبرهن أوّلًا أنّ الدوائر الخارجية موجودة، ثم نحسب أطوال المماسّ

يقة نفسها. يان بالطر ؛ الدائرتان الأخر الدائرة المقابلة لـ 
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ان من  طول . المماسّ ي  ، وامتداد  ف ي  ، وامتداد  ف ي  ابلة لـ  تمسّ  ف ة المق ي ارج الدائرة الخ
. هما يساوي نصف المحيط  كلّ من

ف داخليّ يّان ومنصّ فان خارج المركز: منصّ

فَي الزاويتين بينهما. لنأخذ نقطة تقاطع ية البعد عن مستقيمين متقاطعين تقع على منصّ النقاط المتساو

بُعدها عن المستقيم  . ، ونسمّها  ية الخارجية عند  ف الزاو ية الخارجية عند  ومنصّ ف الزاو منصّ

بُعدها عن  بُعدها عن  يساوي  (، و ف عند  ها على منصّ بُعدها عن  )لأنّ  يساوي 

ية البعد عن المستقيمات الثلاثة، والدائرة التي مركزها  (. إذن  متساو ف عند  ها على منصّ )لأنّ

ونصف قطرها هذا البعد تمسّ الثلاثة.

ية  ف الداخليّ للزاو ، فهي على المنصّ ية  ية البعد عن  و وتقع داخل الزاو بما أنّ  متساو

يّين. فين خارج ف داخليّ واحد ومنصّ . أي أنّ مركز كلّ دائرة خارجية هو نقطة تلاقي منصّ

1

s طولها A ات من المماسّ

. نجمع: يان. لذا  و و ان من نقطة واحدة إلى دائرة متساو مماسّ

. ، ومن هنا  و إذن 

2
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يعتمد على حساب جبريّ بالصيغة  أمّا العلاقة  فبرهانها أطول، و

وصيغة هيرون. يمكنكم التحقّق منها في المختبر، وفي المثال العدديّ أدناه.

صلات جميلة

مثلث المراكز الخارجية

، فمجموع فانهما  ف الخارجيّ )مجموع الزاويتين اللتين ينصّ ف الداخليّ والمنصّ عند كلّ رأس يتعامد المنصّ

ف ، والمركز  يقع على المنصّ ف الخارجيّ عند  (. المركزان  و يقعان كلاهما على المنصّ نصفيهما 

نّه ارتفاع فيه! . إذن المستقيم  عموديّ على الضلع  للمثلث  — أي أ الداخليّ عند 

، التي تلتقي فات الداخلية للمثلث  يقة نفسها  و ارتفاعان. والارتفاعات الثلاثة هي المنصّ وبالطر

. النتيجة: المركز الداخليّ للمثلث هو نقطة تلاقي ارتفاعات مثلث المراكز الخارجية، والمثلث في المركز الداخليّ 

 هو »مثلث مواقع الارتفاعات« فيه.

نصف القطر من المساحة

. ارتفاعات نصل  بالرؤوس. المثلث  هو »الرباعي«  مطروحًا منه المثلث 

، لذا لّها تساوي  المثلثات  و و النازلة من  ك

 . ومن هنا 

3

مجموع المقلوبات

من الصيغ الثلاث:

4
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. ي  ي ف ق اعاته، وتلت ة للمثلث  هي ارتف لي ات الداخ ف لّل(. المنصّ المثلث  )المظ

برهان لصيغة هيرون

، ولتمسّ الدائرة الخارجية المقابلة لـ  امتداد  في  )كما في لتمسّ الدائرة الداخلية الضلع  في 

. ، و و الرسم الثاني(. نعرف أنّ  و

. ية  مشتركة(، لذا  المثلثان القائمان  و متشابهان )الزاو

، والمثلثان القائمان  فان الداخليّ والخارجيّ عند  متعامدان، لذا  المنصّ

. ، أي  و متشابهان. لذا 

: . وبما أنّ  نضرب المساواتين: 

— وهذه صيغة هيرون، التي حصلنا عليها من دائرتين فقط وتشابه مثلثات.

يّ
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: المثلث 13–14–15 مثال عدديّ

، ووفق صيغة هيرون : نصف المحيط  في المثلث الذي أطوال أضلاعه 

. إذن

ة الطرف الأيسرالطرف الأيمنالعلاق

. العلاقة الأخيرة صحيحة في كلّ مثلث: 

ية رّاء: المثلث القائم الزاو تمرين للق

تمرين

ية  قائمة. برهنوا أنّ في المثلث  الزاو

. )تحقّقوا من ذلك في المثلث 3–4–5.( واستنتجوا أنّ 

تلميح

عًا — للدائرة الداخلية وللدائرة بّ الرأس  ونقطتا التماسّ على الضلعين القائمين ومركز الدائرة تكوّن مر

يين الخارجية المقابلة لـ  على حدّ سواء. ما طول المماسّ من  إلى كلّ منهما؟ وللدائرتين الأخر

استعملوا العلاقة  من قسم صيغة هيرون.
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لًا!( حلّ كامل )حاولوا وحدكم أو

، فيه ثلاث زوايا ، والمركز  ، ونقطتا تماسّ الدائرة الداخلية مع  و الرباعي الذي رؤوسه 

بّع. لذا  يساوي طول المماسّ من  إلى يان )نصفا قطر( — فهو مر قائمة وضلعان متجاوران متساو

. الدائرة الداخلية، وهو 

: طول المماسّ من  إليها هو  )الخطوة 2 في يقة نفسها مع الدائرة الخارجية المقابلة لـ  وبالطر

. (، لذا  البرهان، مع  بدل 

، وبالمثل من العلاقة  ومن  نحصل على 

. إذن  ) (

ية الوتر قطر في الدائرة : في المثلث القائم الزاو تّفق مع العلاقة العامّة  هذا ي

، ، لذا  . وفي المثلث 3–4–5:  المحيطة، لذا 

. والمجموع 
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