
دسة ي الهن الة ف مق

مبرهنة تشيفا
متى تلتقي ثلاث قطع في نقطة واحدة؟

نرسم من كلّ رأس في المثلث قطعة إلى الضلع المقابل له. في معظم الحالات تتقاطع القطع الثلاث في ثلاث

فات والارتفاعات — تلتقي نًا — كما في المتوسطات والمنصّ رًا. لكن أحيا ثًا صغي نقاط مختلفة وتحصر بينها مثل

ا واحدًا بسيطًا يحسم ذلك في كلّ الحالات. الثلاث في نقطة واحدة. تعطي مبرهنة تشيفا شرطً

الد خطيب اذ خ الأست

في دروس الهندسة نبرهن ثلاث مرّات، وبثلاث طرق مختلفة، أنّ ثلاث قطع في المثلث تلتقي في نقطة

فات الزوايا في مركز الدائرة الداخلية، والارتفاعات في نقطة واحدة: المتوسطات تلتقي في مركز الثقل، ومنصّ

تلاقي الارتفاعات. هل هذه ثلاث »صُدَف« منفصلة؟ أم أنّ وراءها قاعدة واحدة؟ الجواب أنّ هناك قاعدة

نِّسَب التي تقسم بها القطعُ الأضلاعَ. واحدة، وهي لا تحتاج إلى زوايا ولا إلى تعامد — يكفي أن ننظر إلى ال

المبرهنة

ا يف ة تش رهن مب

ا على الأضلاع  للمثلث  على الترتيب )لا تنطبق أيّ لتكن  نقاطً

منها على رأس(. تلتقي القطع الثلاث  في نقطة واحدة إذا وفقط إذا
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لاث يساوي 1. رب النسب الث لاع، وحاصل ض اط D, E, F تقسم الأض ق . الن طة  ق ي الن ي ف ق طع AD, BE, CF تلت الق

، ونكتب كلّ مرّة »من يقة سهلة لتذكّر الصيغة: نسير حول المثلث في اتجاه واحد  طر

، ثم ، ثم  الرأس إلى النقطة« على »من النقطة إلى الرأس التالي«: 

. لو سرنا في الاتجاه المعاكس لحصلنا على مقلوب كلّ نسبة — وحاصل ضرب المقلوبات

ا، لذا الصيغتان متكافئتان. يساوي 1 أيضً

ا. عندئذٍ تقع نقطة واحدة فقط من  ملاحظة: يمكن أن تقع نقطة التلاقي خارج المثلث أيضً

يان على امتدادَي ضلعين. المبرهنة تبقى صحيحة إذا أعطينا كلّ نسبة إشارة: على ضلع، والنقطتان الأخر

موجبة إذا وقعت النقطة داخل الضلع، وسالبة إذا وقعت على امتداده. في هذه المقالة نكتفي بالحالة

الأساسية — النقاط الثلاث على الأضلاع نفسها.

لمحة تاريخية

De ياضيّ الإيطاليّ جوفاني تشيفا )1647–1734(، الذي نشرها عام 1678 في كتابه تحمل المبرهنة اسم الر

lineis rectis se invicem secantibus statica constructio )»عن المستقيمات المتقاطعة: بناء بواسطة

يائية: وضع أثقالًا مناسبة في رؤوس المثلث، وبحث يقة فيز علم السكون«(. وكما يدلّ العنوان، برهنها تشيفا بطر

عن مركز ثقلها.
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لكنّ تشيفا لم يكن الأوّل. في القرن الحادي عشر كتب المؤتمن بن هود، ملك سرقسطة في الأندلس )حكم

ياضيات يان هوخنديك، يّن مؤرّخ الر ياضية بعنوان »كتاب الاستكمال«. وقد ب 1081–1085(، موسوعة ر

تّة قرون. نّه يحتوي على هذه المبرهنة مع برهانها — قبل تشيفا بنحو س الذي درس مخطوطات الكتاب، أ

أمّا »الأخت التوأم« للمبرهنة، مبرهنة منلاوس التي تتحدّث عن ثلاث نقاط على مستقيم واحد، فهي أقدم

ة في هذه السلسلة. ية في القرن الأوّل الميلادي. ولها مقالة خاصّ بكثير، وتعود إلى الإسكندر

برهان بالمساحات

نبرهن أوّلًا الاتجاه الأوّل: إذا التقت القطع في نقطة  فإنّ حاصل الضرب يساوي 1. نرمز بـ  إلى

. الأداة الوحيدة التي نحتاجها بسيطة جدًا: مساحة المثلث 

حقيقة أساسية. لمثلثين لهما الارتفاع نفسه، النسبة بين المساحتين تساوي النسبة بين القاعدتين.
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B CD

P

) عان طّ اعان )المتق ، والارتف تركة  اعدة المش . لهما الق ر — المثلث  ؛ بالأخض رق — المثلث  بالأز
. ان مع  و اسب ن يم  يت ق لان من  ومن  على المست از الن
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العكس: من النسب إلى نقطة التلاقي

الاتجاه الثاني هو الأهمّ في التطبيقات: نعرف أنّ حاصل الضرب يساوي 1، ونريد أن نستنتج أنّ القطع تلتقي.

نسبة واحدة بلغة المساحات

، وكذلك المثلثان  و لهما الارتفاع المثلثان  و لهما الارتفاع نفسه من 

. لذا نفسه من 

1

خدعة الطرح

ا )تحقّقوا من ذلك!(. نطرح المساحتين الصغيرتين من إذا كان  فإنّ  أيضً

. إذن الكبيرتين:  و

تَي المثلثين اللذين هذا هو المثلثان الملوّنان في الرسم: النسبة على الضلع  تساوي النسبة بين مساح

. بَي القطعة  »يقفان« على جان

2

الضلعان الآخران

: يقة نفسها تمامًا، مع القطعتين  و بالطر

3

نضرب

نضرب النسب الثلاث. كلّ مساحة تظهر مرّة في البسط ومرّة في المقام ) وهكذا(،

لّها: فتختصر ك

4
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. القطع  ، وليقطع المستقيم  الضلع  في النقطة  لتلتقِ  و في النقطة 

نّاه ، لذا وفق الاتجاه الذي بره تلتقي في 

. لكن على القطعة  توجد نقطة واحدة فقط تقسمها بنسبة نقارن مع المعطى ونحصل على 

ا رّ هي أيضً ، والقطعة  تم رّكت النقطة من  نحو  تكبر النسبة باستمرار(. إذن  لّما تح معطاة )ك

 . بالنقطة 

هذا بالضبط ما يحدث في المختبر الثاني: الزرّ يحسب  من الشرط، فتلتقي القطع فورًا.

أربع نقاط تلاقٍ مشهورة — ببرهان واحد

الآن نجني الثمار. في كلّ حالة يكفي أن نحسب النسب الثلاث ونتحقّق أنّ حاصل ضربها 1. نرمز إلى أطوال

. الأضلاع كالعادة: 

المتوسطات

. كلّ متوسط يقسم ضلعه إلى نصفين، لذا كلّ نسبة تساوي 1، وحاصل الضرب 

المتوسطات تلتقي — في مركز الثقل.

1

فات الزوايا منصّ

ف من  يقسم الضلع المقابل بنسبة الضلعين المجاورين: ية في المثلث، المنصّ ف الزاو وفق مبرهنة منصّ

. لذا . وبالمثل  و

2

دّ
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الارتفاعات )في مثلث حادّ الزوايا(

. ، وفي المثلث القائم  نجد  في المثلث القائم  نجد 

يقة نفسها مع الارتفاعين الآخرين: وبالطر

ية يقع موقعا ارتفاعين على امتدادَي ضلعين، ونحتاج إلى صيغة النسب ذات )في المثلث المنفرج الزاو

الإشارة.(

3

نقطة جيرغون

ان من نقطة . مماسّ لّاب. لتمسّ الدائرة الداخلية الأضلاع في  هذه حالة لا يعرفها معظم الط

. إذن  ،  ، يان، لذا  واحدة إلى دائرة متساو

تُسمّى نقطة جيرغون على اسم والقطع الثلاث التي تصل الرؤوس بنقاط التماسّ تلتقي في نقطة واحدة، 

ياضيّ الفرنسيّ جوزيف جيرغون )1771–1859(. الر

4
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نّها ليست مركز وا أ . لاحظ ون  يرغ طة ج ي نق ي ف ق ة تلت لي اط التماسّ مع الدائرة الداخ طع من الرؤوس إلى نق الق
.) يرة طة الصغ ق ة )الن لي الدائرة الداخ

مثال عددي

، والنقطة  على الضلع  بحيث في المثلث  النقطة  على الضلع  بحيث 

. أين يجب أن نضع النقطة  على الضلع  كي تلتقي القطع  في

نقطة واحدة؟

( يجب أن يتحقّق . وفق مبرهنة تشيفا )الاتجاه العكسيّ الحلّ

نّنا لم . لاحظوا أ ، ومن هنا  أي أنّ النقطة  تقسم الضلع  بنسبة 

نحتج إلى أطوال الأضلاع ولا إلى زوايا المثلث: الجواب صحيح لكلّ مثلث.

رّاء: نقطة ناغل تمرين للق

تمرين
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عًا واحدًا من الخارج وتمسّ امتدادَي الضلعين للمثلث ثلاث دوائر خارجية: كلّ واحدة منها تمسّ ضل

، والمقابلة لـ  الضلعَ الآخرين. لتمسّ الدائرة الخارجية المقابلة للرأس  الضلعَ  في النقطة 

. برهنوا أنّ القطع  تلتقي في نقطة ، والمقابلة لـ  الضلعَ  في   في 

واحدة.
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ي ي ف ق لاث تلت طع الث (. الق يرتان ريان كب قط )الدائرتان الأخ ابلة للرأس  ف ة المق ي ارج ي الرسم الدائرة الخ ف
ل. طة ناغ طة  — نق ق الن

تلميح

ين من نقطة إلى دائرة، مرّة من . استعملوا تساوي المماسّ نرمز إلى نصف محيط المثلث بـ 

. ين من  إلى الدائرة الخارجية المقابلة له طول كلّ منهما  ، كي تبرهنوا أنّ المماسّ  ومرّة من 

؟ ماذا ينتج عن ذلك بالنسبة إلى 

لًا!( حلّ كامل )حاولوا وحدكم أو
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ات من نقطة . المماسّ لتمسّ الدائرة الخارجية المقابلة لـ  امتدادَ  في  وامتدادَ  في 

. لذا  ،  ، ية:  واحدة متساو

. ، وبالتالي  و ومن هنا 

يين:  يقة نفسها مع الدائرتين الخارجيتين الأخر بالطر

. نضرب: و

وفق عكس مبرهنة تشيفا تلتقي القطع الثلاث في نقطة واحدة. 

ياضيّ الألمانيّ كريستيان ناغل )1803–1882(. قارنوا مع تُسمّى هذه النقطة نقطة ناغل على اسم الر

تَي التماسّ على كلّ ضلع ، وهنا  — أي أنّ نقط نقطة جيرغون: هناك 

متناظرتان بالنسبة إلى منتصفه!
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