
دسة ي الهن الة ف مق

مبرهنة الفراشة
يان رّان بمنتصف وتر ثالث، و»جناحان« متساو وتران يم

رّر وترين آخرين كما نشاء، ونصل أطرافهما »بالتقاطع« رًا، ونحدّد منتصفه. من المنتصف نم نرسم في دائرة وت

فيظهر شكل يشبه فراشة. جناحا الفراشة يقطعان الوتر الأوّل في نقطتين — وهاتان النقطتان على بعد واحد من

مًا، مهما أدرنا الوترين. المنتصف دائ

الد خطيب اذ خ الأست

لّم مبرهنة جميلة عن الأوتار المتقاطعة: إذا تقاطع وتران في نقطة، فإنّ حاصل ضرب جزأَي الوتر في الدائرة نتع

ها الأوّل يساوي حاصل ضرب جزأَي الوتر الثاني. مبرهنة الفراشة تبدو للوهلة الأولى من عالم آخر — إنّ

تتحدّث عن تناظر: عن نقطتين متساويتين البعد عن نقطة ثالثة. لكن، كما سنرى، مبرهنة الأوتار المتقاطعة هي

بالضبط مفتاح برهانها.

المبرهنة

ة راش ة الف رهن مب

، بحيث تقع  و رّر من  وترين آخرين  و لتكن  منتصف الوتر  في دائرة. نم

. رَ  في  ، وليقطع الوتر  الوت رَ  في  . ليقطع الوتر  الوت على جهة واحدة من 

عندئذٍ
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طعان الوتر ، يق «  و ة راش احا الف ن الي — »ج رتق ؛ بالب تصف  رق — الوتران  و المارّان بالمن بالأز
. ي  ي  وف  ف

. الوتران المارّان بها يمكن أن يكونا أيّ ملاحظة: الشرط الوحيد المهمّ هو أنّ  منتصف الوتر 

بوا ذلك في وترين. وإذا لم تكن  في المنتصف، فإنّ  و لا تبقيان على بعد واحد منها — جرّ

المختبر.

لمحة تاريخية

ياضية، اسمها يّة للألغاز والمسائل الر ية شعب لّة إنجليز ظهرت المبرهنة كمسألة في مطلع القرن التاسع عشر في مج

يليام جورج هورنر — الذي ياضيّ الإنجليزيّ و نُشر فيها عام 1815 حلّ للر The Gentleman’s Diary، و

يقة هورنر« لقسمة كثيرات الحدود. لّاب اليوم من »طر يعرفه الط

اسم »الفراشة« جاء لاحقًا، من شكل الرسم نفسه: الوتران المتقاطعان في  مع الجناحين  و يرسمان

يّة، يّة، ومثلثات فراشة جناحاها مفرودان. ومنذ ذلك الحين جُمعت للمبرهنة براهين كثيرة جدًا — هندس

يًّا على مسألة سهلة الصياغة وعنيدة تّى صارت مثالًا كلاسيك يّات، وبالهندسة الإسقاطية — ح وبالإحداث

البرهان: معظم البراهين »الواضحة« لا تنجح، وكلّ برهان ناجح يحتاج إلى فكرة.
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برهان بالمساحات

. نحتاج إلى أداتين: . نريد أن نبرهن أنّ   ،  ، نرمز: 

. ية بينهما:  مساحة المثلث بضلعين والزاو

يان. يهما متساو لَي ضرب جزأَ مبرهنة الأوتار المتقاطعة: إذا تقاطع وتران في نقطة، فإنّ حاص
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ارن مساحاتها »بالدور«. ق اتح. ن ر الف اتح، و و بالأخض رق الف :  و بالأز لثات أربعة مث

زوجان من الزوايا المتقابلة بالرأس

. لذا ية  متقابلتان بالرأس، وكذلك  و ية  والزاو : الزاو عند 

)نختصر  والجيب المشترك(

1
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لاحظوا أين استعملنا أنّ  هي المنتصف: فقط في الخطوة الأخيرة، حين كتبنا 

و بالعدد  نفسه للجهتين.

زوجان من الزوايا المحيطية

ية . كلتاهما زاو ية  ية  هي الزاو ، والزاو ية  ية  هي الزاو الزاو

، لذا هما متساويتان. وبالمثل  محيطية تقابل القوس 

. إذن و تقابلان القوس 

2

نضرب الأربع

حاصل ضرب النسب الأربع يساوي 1، لأنّ كلّ مساحة تظهر مرّة في البسط ومرّة في المقام:

لّها، ويبقى نعوّض التعابير التي وجدناها. القطع  تختصر ك

3

تُنهي العمل الأوتار المتقاطعة 

، لذا الوتران  و يتقاطعان في 

. وبالمثل 

. نعوّض:

 . ، ينتج  وبما أنّ 

4
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وإذا لم تكن M في المنتصف؟

البرهان نفسه يعمل حتى الخطوة 4. إذا كان  و )عددان مختلفان(، ووقعت  بين 

. بعد ، فإنّ  و و و بين  و

قليل من الجبر نحصل على تعميم أنيق:

رًا، أي  — وهي مبرهنة الفراشة من جديد. يمكنكم وعندما  يصبح الطرف الأيسر صف

التحقّق من هذه العلاقة بالأعداد في المختبر، بعد أن تنقلوا  عن المنتصف.

مثال عددي

. الوتر  )من فراشة كما في المبرهنة( يقطع  في في دائرة رُسم وتر  طوله 12، ومنتصفه 

. ، وحاصل الضرب  ، و . احسبوا  ، بحيث  و النقطة 

: . وفق مبرهنة الأوتار المتقاطعة في   . الحلّ

، ومن جديد وفق (. وفق مبرهنة الفراشة   ، إذن  )و

: الأوتار المتقاطعة في 

ا، لا بالبعد فقط. والنتيجة اللطيفة:  — الجناحان »متوازنان« بحاصل الضرب أيضً

رّاء: فراشة خارج الدائرة تمرين للق

تمرين
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، و على جهة رّان بـ  ، والوتران  و يم نعود إلى الرسم الأصليّ:  منتصف الوتر 

، . المستقيم  يقطع امتداد الوتر  في  رّة نصل  بـ  و بـ  . هذه الم واحدة من 

ا. والمستقيم  يقطعه في  )خارج الدائرة(. برهنوا أنّ  هنا أيضً
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. ارج الدائرة طعان امتداد الوتر  خ ، ويق « الآن هما  و احان ن »الج

تلميح

. وبدل مبرهنة رّروا البرهان بالمساحات مع المثلثات الأربعة  ك

. الأوتار المتقاطعة، استعملوا مبرهنة القاطعين من نقطة خارج الدائرة: 

لًا!( حلّ كامل )حاولوا وحدكم أو

. ، والآن   ،  ، نرمز مرّة أخرى 

. لذا :  و زوايا متقابلة بالرأس عند 

، لذا جيباهما زوايا محيطية:  و تقابلان الوتر 

يان )الزاويتان متساويتان أو متكاملتان(. وبالمثل  متساو
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. لذا و تقابلان الوتر 

نضرب النسب الأربع )حاصل ضربها 1( ونختصر:

، وبالمثل وفق مبرهنة القاطعين: 

. إذن

فًا بحرف: داخل الدائرة استعملنا الأوتار المتقاطعة، وخارجها القاطعين. بًا حر البرهانان متطابقان تقري

وفي الحالتين حاصل الضرب يساوي »قوّة النقطة« بالنسبة إلى الدائرة.
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