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نقطتا بروكار
ية في كلّ مثلث ثلاث زوايا متساو

ية مع الأضلاع، بالترتيب نبحث داخل المثلث عن نقطة تصنع القطعُ الواصلة منها إلى الرؤوس زوايا متساو

. نقطة كهذه موجودة في كلّ ، وعند  مع  ، وعند  مع  ية عند  مع الضلع  : الزاو الدوريّ

مثلث، وهي وحيدة — ولزاويتها صيغة أنيقة لا تتجاوز قيمتها  أبدًا.

الد خطيب اذ خ الأست

ياضيات الدوليّ 1991: لكلّ نقطة  داخل في مقالة متباينة إردوش–موردل حللنا سؤالًا من أولمبياد الر

. من الطبيعيّ أن نسأل: المثلث، واحدة على الأقلّ من الزوايا  لا تزيد على 

ية؟ ومتى؟ الجواب: في كلّ مثلث توجد نقطة واحدة بالضبط كهذه، هل يمكن أن تكون الزوايا الثلاث متساو

تُسمّى نقطة بروكار. و
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المبرهنة

اوية بروكار طة بروكار وز نق

في كلّ مثلث  توجد نقطة وحيدة  داخله تحقّق

ية بروكار، وهي تحقّق تُسمّى زاو ية المشتركة   الزاو

مًا، والمساواة فقط في المثلث المتساوي الأضلاع. وفوق ذلك  دائ
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، ، وعند  مع  ية عند  مع  . إذا عكسنا اتجاه الدوران — الزاو ملاحظة: الترتيب مهمّ

تُسمّى نقطة بروكار الثانية. وسنرى أنّ زاويتها هي  ، وعند  مع  — نحصل على نقطة أخرى، 

ية  نفسها! الزاو

لمحة تاريخية

يًا إلى جانب ا هاو يًّ ياض تحمل النقطتان اسم الضابط الفرنسيّ هنري بروكار )1845–1922(، الذي كان ر

ياضيّ الألمانيّ أوغست ليوبولد نّه لم يكن الأوّل: الر ية، وعرض دراسته لهما عام 1875. لك خدمته العسكر

تّين سنة، ياضية في القرن التاسع عشر، درس هاتين النقطتين قبله بنحو س لّات الر يله، مؤسّس إحدى أهمّ المج كر

في عام 1816.

يُسمّى »هندسة المثلث الحديثة« في أواخر القرن التاسع عشر، حين جاء عمل بروكار في فترة ازدهار ما 

ية بروكار، ودائرة يّزة كثيرة في المثلث. ومن الأسماء المرتبطة باسمه: زاو تُشفت نقاط ومستقيمات ودوائر مم اك

بروكار، ومثلث بروكار.

الإنشاء: ثلاث دوائر

ية بين مماسّ لدائرة ووتر يخرج من نقطة ية بين مماسّ ووتر: الزاو كيف نجد النقطة؟ الأداة هي مبرهنة الزاو

ية المحيطية المقابلة لهذا الوتر من الجهة الأخرى. التماسّ تساوي الزاو
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.  : وسها داخل المثلث طة  على ق . لكلّ نق ي  يم  ف ق الدائرة تمرّ بـ  و وتمسّ المست
. رين لعين الآخ سها على الض ة نف آن بالطريق ش تُن ان  الدائرتان الرماديّت

الدائرة الأولى

. لكلّ نقطة  على هذه الدائرة داخل رّ بـ  و وتمسّ المستقيم  في النقطة  نرسم الدائرة التي تم

: ية المحيطية المقابلة للوتر  ية بين المماسّ  والوتر  تساوي الزاو المثلث، الزاو

1

الدائرة الثانية

رّ بـ  و وتمسّ المستقيم  في  تحقّق لكلّ نقطة  عليها: يقة نفسها، الدائرة التي تم وبالطر

.

2
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ية: برهان بقانون الجيوب صيغة الزاو

يقتين. نرمز إلى الأضلاع كالعادة لتكن  نقطة بروكار، و زاويتها. نحسب طول القطعة  بطر

. ، وإلى الزوايا 

نقطة التقاطع

. لهذه النقطة تتحقّق المساواتان ، لذا تتقاطعان في نقطة أخرى، ونسمّيها  رّان كلتاهما بـ  الدائرتان تم

عًا: م

رّ بـ  ة لـ  في  — تم وهكذا أثبتنا أنّ النقطة موجودة. )والدائرة الثالثة — المارّة بـ  و والمماسّ

ا.( هذا هو الإنشاء المستعمل في المختبر. أيضً

3

في المثلث 

ية عند  هي  ، لذا الزاو ية عند  هي  ، والزاو ية عند  هي  الزاو

. وفق قانون الجيوب:

1

في المثلث 

. لذا ية عند  هي  ، والزاو ية عند  هي  ، والزاو ية عند  هي  هنا الزاو

2

سّ
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، فالنقطة  (. وعندما نعرف  لّة  متباينة بين  و ا )فالدا يّة؟ الصيغة تحدّد  تحديدًا تامًّ والوحدان

ية  مع  — ية  مع  ونصف مستقيم يخرج من  بزاو هي تقاطع نصف مستقيم يخرج من  بزاو

نقطة واحدة فقط.

، صيغة بالأضلاع. من قانون جيوب التمام ومن  نحصل على 

حيث  مساحة المثلث. نجمع الثلاثة:

هذه الصيغة هي التي يستعملها المختبر.

نساوي ونبسّط

) نساوي التعبيرين، ونعوّض  )قانون الجيوب في المثلث 

: و

: نقسم الطرفين على 

3

الخطوة الأخيرة

، ، فإنّ  بما أنّ 

. إذن ومن هنا 

4
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؟ لماذا لا تتجاوز 

. في كلّ مثلث تتحقّق المتطابقة نرمز 

، ونضرب في المقام.( والآن )برهانها: 

، . وبما أنّ  أصغر من كلّ زوايا المثلث فهي حادّة، و لذا 

إذن

تّفق : المثلث المتساوي الأضلاع، وفيه  هي المركز. وهذا ي ، أي  المساواة فقط إذا 

. ية، لذا كلّ واحدة منها لا تزيد على  تمامًا مع سؤال الأولمبياد: في نقطة بروكار الزوايا الثلاث متساو

النقطة الثانية

. إذا دُرنا في الاتجاه المعاكس، نبحث عن نقطة  تحقّق 

. الطرف بالبرهان نفسه بالضبط )مع تبديل الأدوار( نحصل على 

ية نفسها. : النقطتان لهما الزاو الأيمن متماثل، لذا 
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. يرة هي  اء الصغ رق طة الز ق اه المعاكس. الن ي الاتج وايا ف : الز ة  ي ان طة بروكار الث نق

، هل يمكن أن تنطبق النقطتان؟ إذا  فعند الرأس  تكون الزاويتان  و كلتاهما 

، وكذلك  — مثلث متساوي الأضلاع. في كلّ مثلث آخر هما نقطتان مختلفتان، أي 

يان. لًا، بعداهما عن مركز الدائرة الخارجية متساو وبينهما علاقات جميلة: مث

مثال عددي: المثلث 3–4–5

. ية القائمة عند  ، والزاو  ،  ،  : ية  في المثلث القائم الزاو

ية بروكار وأبعاد  عن الرؤوس. نحسب زاو
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. د  ائمة عن اوية الق ي المثلث 3–4–5. الز طة بروكار ف نق

. لذا  ،  ، ية.  الزاو

✓ . ، و وبالصيغة الثانية: 

. يقة نفسها  و ، وبالطر الأبعاد. من الخطوة الأولى في البرهان: 

:  ،  ،  ، هنا 

طعة الطولالحسابالق

بوا ذلك في المختبر بالزرّ »المثلث 3–4–5«. جرّ

رّ
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رّاء: متطابقة الجيوب تمرين للق

تمرين

. برهنوا أنّ ية بروكار للمثلث  لتكن  زاو

تلميح

القطع  تلتقي في نقطة واحدة — فكّروا بـمبرهنة تشيفا. ليقطع المستقيم  الضلع

، واستعملوا صيغة المساحة تَي المثلثين  و بّروا عن  كنسبة بين مساح . ع  في 

.

لًا!( حلّ كامل )حاولوا وحدكم أو

. للمثلثين  و ليقطع  الأضلاع  في 

، لذا الارتفاع نفسه من 

يقة نفسها وبالطر

، لذا وفق مبرهنة تشيفا حاصل ضرب النسب الثلاث يساوي 1. الأضلاع  القطع تلتقي في 

تختصر، ويبقى
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تُسمّى »الصيغة المثلثاتية لمبرهنة تشيفا«، وهي أداة يقة — مبرهنة تشيفا بلغة الجيوب —  )هذه الطر

ا في مسائل الزوايا.( مفيدة جدًّ
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